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la prova scritta nel primo appello del 28 gennaio
2/16 Pi?
22333ML232
Secondo parziale e Orale
• Possono partecipare tutti
• Gli insufficienti nel primo e chi non ha fatto il primo completeranno
la prova scritta nel primo appello del 28 gennaio
• la prova orale del 14 gennaio e` per chi avra` superato le due prove
parziali
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Struttura della prova Orale
i) Discussione della prova scritta
ii) Esposizione di un argomento a piacere
iii) Interrogazione facoltativa
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Teoremi fondamentali
Se f : I → R e` integrabile in tutti gli intervalli chiusi e limitati I0 ⊂ I
poniamo, per a, b ∈ I:
∫ b
a
f(x) dx =

∫ b
a
f(x) dx se a < b,
0 se a = b,
−
∫ a
b
f(x) dx se a > b.
5/16 Pi?
22333ML232
Se x0 ∈ I e` definita per ogni x ∈ I la funzione:
Fx0(x) :=
∫ x
x0
f(t) dt
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∫ x
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Il primo teorema fondamentale del calcolo tratta il problema di
derivare un integrale il cui estremo superiore di integrazione e` variabile
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Se x0 ∈ I e` definita per ogni x ∈ I la funzione:
Fx0(x) :=
∫ x
x0
f(t) dt
Fx0(x) funzione integrale di f di punto iniziale x0.
Il primo teorema fondamentale del calcolo tratta il problema di
derivare un integrale il cui estremo superiore di integrazione e` variabile
Questo e` possibile solo restringendo il campo delle funzioni integrande
alle sole funzioni continue
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Primo teorema fondamentale
Sia f : I → R continua su I intervallo di R. Fissato x0 ∈ I la funzione
integrale Fx0(x) e` derivabile per ogni x ∈ I e si ha:
d
dx
Fx0(x) = F
′
x0
(x) = f(x).
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Secondo teorema fondamentale
Sia f [a, b] → R derivabile con derivata prima f ′(x) continua. Si ha
allora che:
f(b)− f(a) =
∫ b
a
f ′(x)dx.
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Secondo teorema fondamentale
Sia f [a, b] → R derivabile con derivata prima f ′(x) continua. Si ha
allora che:
f(b)− f(a) =
∫ b
a
f ′(x)dx.
Formula di Newton-Leibniz
Se f : [a, b] → R e` una funzione continua, ed F : [a, b] → R una
qualunque primitiva di f , allora∫ b
a
f(x) dx = F (b)− F (a).
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Si usa scrivere la differenza F (b) − F (a) con il simbolo
[
F (x)
]x=b
x=a
,
quindi la tesi diventa:
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Si usa scrivere la differenza F (b) − F (a) con il simbolo
[
F (x)
]x=b
x=a
,
quindi la tesi diventa:∫ b
a
f(x) dx =
[
F (x)
]x=b
x=a
.
Ad esempio, visto che una primitiva di f(x) = x e` F (x) = 12 x
2,
abbiamo:
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Si usa scrivere la differenza F (b) − F (a) con il simbolo
[
F (x)
]x=b
x=a
,
quindi la tesi diventa:∫ b
a
f(x) dx =
[
F (x)
]x=b
x=a
.
Ad esempio, visto che una primitiva di f(x) = x e` F (x) = 12 x
2,
abbiamo: ∫ b
a
x dx =
[x2
2
]x=b
x=a
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Si usa scrivere la differenza F (b) − F (a) con il simbolo
[
F (x)
]x=b
x=a
,
quindi la tesi diventa:∫ b
a
f(x) dx =
[
F (x)
]x=b
x=a
.
Ad esempio, visto che una primitiva di f(x) = x e` F (x) = 12 x
2,
abbiamo: ∫ b
a
x dx =
[x2
2
]x=b
x=a
=
1
2
(
b2 − a2) .
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a
f !a"
b
f !b"
x
y
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Area fra due curve y = g(x), y = f(x)
a
f !a"
b
f !b"
g!a"
g!b"
x
y
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Formula generale ∫ b
a
|f(x)− g(x)| dx
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Formula generale ∫ b
a
|f(x)− g(x)| dx
nell’usarla attenzione ai cambiamenti di segno
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Esercizio
Calcolare l’area della parte di piano compresa fra la funzione f(x) =√
x− x + 2 e l’asse x nell’intervallo [2, 6]
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Esercizio
Calcolare l’area della parte di piano compresa fra la funzione f(x) =√
x− x + 2 e l’asse x nell’intervallo [2, 6]
Osservato che agli estremi dell’intervallo si ha
f(2) =
√
2 > 0 e f(6)− 4 +
√
6 < 0
siccome la funzione cambia segno l’area e` data dall’integrale del suo
valore assoluto
A =
∫ 6
2
∣∣√x− x + 2∣∣ dx
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Esercizio
Calcolare l’area della parte di piano compresa fra la funzione f(x) =√
x− x + 2 e l’asse x nell’intervallo [2, 6]
Osservato che agli estremi dell’intervallo si ha
f(2) =
√
2 > 0 e f(6)− 4 +
√
6 < 0
siccome la funzione cambia segno l’area e` data dall’integrale del suo
valore assoluto
A =
∫ 6
2
∣∣√x− x + 2∣∣ dx
Quindi devo capire come e dove cambia segno
√
x− x + 2.
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Ora per la struttura della funzione ha senso porre
√
x = y sicche´ devo
conoscere il segno di y − y2 + 2 con la limitazione √2 ≤ y ≤ √6. Ora
ho che y − y2 + 2 = (1 + y)(2− y) e quindi
√
x− x + 2 = (1 +√x)(2−√x)
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Ora per la struttura della funzione ha senso porre
√
x = y sicche´ devo
conoscere il segno di y − y2 + 2 con la limitazione √2 ≤ y ≤ √6. Ora
ho che y − y2 + 2 = (1 + y)(2− y) e quindi
√
x− x + 2 = (1 +√x)(2−√x)
Siccome i radicali sono positivi ho che il fattore (1+
√
x) e` strettamente
positivo e dunque
f(x) = (1 +
√
x)(2−√x) ≥ 0
⇐⇒ 2−√x ≥ 0
⇐⇒ √x ≤ 2 ⇐⇒ 0 ≤ x ≤ 4
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Conclusione
A =
∫ 4
2
(√
x− x + 2) dx + ∫ 6
4
(−√x + x− 2) dx
=
[
2x3/2
3
− x
2
2
+ 2x
]4
2
+
[
−2x
3/2
3
+
x2
2
− 2x
]6
4
=
16
3
−
(
2 +
4
√
2
3
)
+ 6− 4
√
6−
(
−16
3
)
=
4
3
(
11−
√
2− 3
√
6
)
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